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1 Golubitsky-Stewartの Coupled Cell Network

1.1 Coupled Cell Network

各素子の内在的な振る舞いの情報はあまり使わず、networkの空間的構造のみから、その dynamicsについ

て調べる。

この節で扱う “coupled cell network”の定義を与える前に、例を一つ挙げる。

1.1［例］　次のような networkを考える：
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GFED@ABC2oo_ _ _ _ _

cellに 2種類あるが、同じ形のものは同じタイプの cellだと考える。edgeに関しても同様である。各 cellが

どの cellから影響を受けているかを考えれば、この networkに付随する ODEは次のような形をしているで

あろう：

ẋ1 = g(x1, x2, x3)

ẋ2 = g(x2, x1, x3)

ẋ3 = h(x3, x1)

cell 1と 2に同じ関数 g が現れていることに注意。

上で見たように、取り敢えずは cellと edgeがあれば良いのだが、たとえ名前が異なっていても、同じよう

な cellは同じものとして扱いたいし、同じ影響を及ぼす関係に対する edgeは同じものとして扱いたい。

そこで、同値関係付き有向グラフ G = (C, E ,∼C ,∼E)を考える。C = {1, 2, . . . , N}は cellの有限集合であ

り、c ∈ C の ∼C-同値類を [c]C と書くことにする。また、E は edgeの有限集合であり、e ∈ E の ∼E -同値類を
[e]E と書くことにする。e ∈ E には両端の cellが存在し、しかも eには向きが備わっているため、その「矢先」

と「矢筈」が区別できる。「矢先」の cellを eの headと呼び、「矢筈」の cellを tailと呼ぶ。これで、eにそ

の headを対応させる写像H : E → C、およびその tailを対応させる写像 T : E → C が定義できる。
ここで、このHと T に functorialityを課す。つまり、e1, e2 ∈ E に対し

e1 ∼E e2 =⇒ H(e1) ∼C H(e2), T (e1) ∼C T (e2)

であることを要請する。これは、同じような働きは、やはり同じようなものの間にのみ存在する、と解釈でき

る。この条件を consistency conditionと呼ぶ。

1.2［定義］（coupled cell network）　 coupled cell networkとは、consistency conditionを充たす同値関係

付き有向グラフ G = (C, E ,∼C ,∼E)のことである。 ¦

1.3［注意］　 e ∈ E について、その headと tailが同じものであっても良い（self-couplingは許す）。また、

headと tailがそれぞれ一致するような二つの edgeが、違うものであっても良い（つまり、cellの二つ組みの

間に、何本もの edgeが存在しても良い）。 ?
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各 cellが、どの cellから影響を受けているかという情報は重要である：

1.4［定義］（input set）　 c ∈ C に対し、cを tailとするような edges全体を input setと呼び、I(c)と書く：

I(c) :=
{
e ∈ E

∣∣ H(e) = c
}
.

I(c)の元は cの input edgeだとか input arrowだとか呼ばれる。 ¦

例 1.1で見たように、input setは Gに付随する ODEの形を決める。例 1.1の各 cellの input setを図示

すれば、次のようになる：
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GFED@ABC1

55

GFED@ABC2

Cell 1 Cell 2 Cell 3

これを見れば、Cell 1と Cell 2とが同じような働きを受けていることがわかる。この観点で Cell 1と Cell 2

とを同一視したい：

1.5［定義］（input equivalence）　 c, d ∈ C に対し、I(c)と I(d)との間に「arrowの種類を変えない」全単

射 β が存在するとき、c ∼I dと記す。β : I(c) −→ I(d)が「arrowの種類を変えない」とは、任意の i ∈ I(c)

に対し、i ∼E β(i) となることである。この ∼I は、明らかに C 上の同値関係であり、これを C 上の input

equivalenceと呼ぶ。またこのような β を、cから dへの input isomorphismと呼ぶ。 ¦

1.6［注意］　 consistency conditionにより、「同じような働きは、やはり同じようなものの間にのみ存在す

る」のだから、c ∼I dならば c ∼C dでなければならない。 ?

c, d ∈ C に対し、cから dへの input isomorphism全体の集合を B(c, d)とする：

B(c, d) :=
{
β : I(c) → I(d); input isomorphism

}
.

任意の c ∈ C について、B(c, c)は I(c)に作用する置換群であるが、これを cの vertex groupと呼ぶ。

明らかに、c ∼I dのとき、またそのときに限り B(c, d) 6= ∅である。更に

BG :=
⋃

c,d∈C
B(c, d)

とおく。∼I の意味を考えれば、これが network の対称性を表していると考えるのは自然である。BG は、

input isomorphismを morphismとする groupoidである。BG を networkの symmetry groupoidと呼ぶ。

1.2 Coupled Cell System (G-Admissible Vector Field)

与えられた networkに対応する ODEとして、どのようなものが適切かを考える。

各 c ∈ C に対し、cell phase space Pc を定義する。一般には 1次元以上の smoothな多様体を仮定するが、

ここでは簡単のため、有限次元の実ベクトル空間としておく。c ∼C dなる c, dに対しては、Pc = Pd とする。
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これは、∼C-同値な cellは同種の phase spaceを持つということであるが、その構造が同じであるということ

までは要請しない。

これを用いて、total phase spaceを

P :=
∏

c∈C
Pc

と定義し、x ∈ P の成分を

x = (xc)c∈C

と表示する。

もっと一般に、s個の cellの順序集合 D = (d1, d2, . . . , ds)に対し

PD := Pd1 × Pd2 × · · · × Pds

と、多重指数のような記法を用いることにする。各 cell c ∈ C に対し、Pc を internal phase space、PT (I(c))

を coupling phase spaceと呼ぶ。名前の意味は明らかであろう。ここに T (
I(c)

)
は、I(c)に属する edgeの

tailから成る順序集合である。

x ∈ PD が、d ∈ D に対し d
x7−→ xd と作用していると考えれば、input isomorphismによる引き戻しが自

然に定義できる。β : I(c) −→ I(d)に対し、その pullback map β∗ : PT (I(d)) −→ PT (I(c)) を

(β∗x)T (i) := xT (β(i)), x ∈ PT (I(d)), i ∈ I(c)

で定める。図式を用いれば

i
� β

//

T

��
�O
�O
�O
�O

β(i)

T (i)
_

PT (I(c))3β∗x

��

�
∼C

// T (
β(i)

)
_

x∈PT (I(d))

��

�β∗
oo

(β∗x)T (i) xT (β(i))

となる。

1.7［定義］（G-admissible vector field）　ベクトル場 f : P −→ P が次の二つの条件を充たすとき、f は

G-admissibleであるという：

(a)[domain condition] 任意の c ∈ C に対し、c-成分
(
f(x)

)
c

= fc(x) は、internal phase spaceの元 xc と

coupling phase spaceの元 xT (I(c)) のみに依る。つまり f̂c : Pc × PT (I(c)) −→ Pc で

fc(x) = f̂c

(
xc, xT (I(c))

)

なるものが存在する。
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(b)[pullback condition] 任意の c, d ∈ C 及び任意の β ∈ B(c, d)に対し

f̂d

(
xd, xT (I(d))

)
= f̂c

(
xd, β

∗xT (I(d))

)

が成り立つ。 ¦

条件 (a)で求められていることは明らかだが、条件 (b)は pullbackについての理解が不充分であると、言っ

ていることがわからない。そこで、具体的な例を用いて、条件 (b)の意味するところを考えてみたい。

1.8［例］　次のような networkを考える：

GFED@ABC1 2
ioo

i′

��

k

��GFED@ABC?>=<89:;3

j
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�
�
�

j′
//____ GFED@ABC4

各々の cellについての input set及びその tailは次の通り：

I(1) = {i, j}, T (
I(1)

)
= {2, 3},

I(2) = ∅, T (
I(2)

)
= ∅,

I(3) = {k}, T (
I(3)

)
= {2},

I(4) = {i′, j′}, T (
I(4)

)
= {2, 3}.

この networkに許容されるような vector field f を考える。先ず、domain conditionにより

f1(x) = f̂1(x1, x2, x3)

f2(x) = f̂2(x2)

f3(x) = f̂3(x3, x2)

f4(x) = f̂4(x4, x2, x3)

と表されるようなものでなければならない。更に、Cell 1 と Cell 4 とは ∼I -同値であるから、pullback

conditionを考慮しなければならない。input isomorphismを β とすると、x ∈ P2 × P3 に対し

i
� β

//

T
��
�O
�O
�O
�O

i′ j � β
//

T
��
�O
�O
�O
�O

j′

2_

P2×P33β∗x

��

�
∼C

// 2_

x∈P2×P3

��

3_

P2×P33β∗x

��

�
∼C

// 3_

x∈P2×P3

��

�β∗
oo �β∗

oo

(β∗x)2 x2 (β∗x)3 x3

すなわち β∗x = (x2, x3)である。よって pullback conditionは

f̂1(x1, x2, x3) = f̂4(x1, x2, x3)

f̂4(x4, x2, x3) = f̂1(x4, x2, x3)
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となる。これはつまり

f1(x) = g(x1, x2, x3)

f2(x) = f̂2(x2)

f3(x) = f̂3(x3, x2)

f4(x) = g(x4, x2, x3)

と表すことのできる g : P1(= P4)× P2 × P3 −→ P1(= P4)が存在しなければならない、ということを意味し

ている。

1.9［例］　例 1.8で、i, i′ の向きを逆にした networkを考える：

GFED@ABC1
i

// 2

k

��GFED@ABC?>=<89:;3

j

OO�
�
�
�

j′
//____ GFED@ABC4

i′

OO

このとき、各々の cellについて

I(1) = {j}, T (
I(1)

)
= {3},

I(2) = {i, i′}, T (
I(2)

)
= {1, 4},

I(3) = {k}, T (
I(3)

)
= {2},

I(4) = {j′}, T (
I(4)

)
= {3}.

となる。B(1, 4)は先程と同じく一つの元のみから成るが、今回は B(2, 2)が自明な群でない。iと i′ とを置換

する input isomorphismを β とすれば、x = (x1, x4) ∈ P1 × P4 に対し、β∗x = (x4, x1)となる。このこと

から、この networkに付随する ODEは

ẋ1 = f(x1, x3)

ẋ2 = g(x2, x1, x4)

ẋ3 = h(x3, x2)

ẋ4 = f(x4, x3)

という形をしていることがわかる。ここに、g の第 2成分と第 3成分との上の線は、成分の置換によって g が

不変であることを意味する。すなわち g は g(u, v, w) = g(u, w, v)なるものである。

例 1.8から、G-admissible vector field f は、∼I -同値類上で写像を定めれば決定されることが見て取れる。

もし、任意の c, d ∈ C に対して B(c, d) 6= ∅であるなら（このような networkは homogeneousと呼ばれる）、

任意に選んだ一つの cell上で写像を定めれば良いことになる。というのも、Gが homogeneousなら、すべて

の cellが ∼I -同値であり、∼I -同値な cellの上では同じ写像でなければならないからである。例 1.9で見たよ

うに c ∼I cという自明な同値関係に着目することで、fc が cの vertex group B(c, c)による作用で不変であ

ることがわかる。cの vertex groupが及ぼす fc への作用とは、∼E -同値と両立するような edgeの入れ替えか

ら起こる変数の入れ替えのことである。逆に、上記の条件を充たすように、各 ∼I -同値類の代表元上で写像を

定めれば、pullbackを通じることで、G-admissible vector fieldが一意に形成される。
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coupled cell network上の admissible vector fieldから定まる ODEを coupled cell systemと呼ぶ。例 1.1

で、厳密性を欠きながら指定した ODEは、確かに coupled cell systemとなっている。

最後に、次の節で扱う内容の動機付けとなるような例を挙げる。

1.10［例］　次のような networkを考える：

GFED@ABC1

i1

��
�O
�O
�O
�O

k1

// 2
l1oo_ _ _ _

l2

��=
=

=
=

=
=

GFED@ABC3

j2

��
GFED@ABC4

j1

GG

k2

@@������������

k3

// 5 GFED@ABC6
k4

oo

i2

OO
O�
O�
O�
O�

input setなどは以下の通り：

Cell 1 2 3 4 5 6

I( · ) j1 l1 k1 k2 i2 i1 k3 k4 j2 l2

T (
I( · )) 4 2 1 4 6 1 4 6 3 2

vertex group は B(2, 2) = B(5, 5) = S2 で、その他は自明。異なる cell 間の input morphism については、

B(1, 6), B(3, 4)は 1点集合、B(2, 5)は 2点集合であり、その他の組み合わせに関しては存在しない。以上に

より、この networkに関する coupled cell systemは、cell phase spaceを V = P1 = P3 = P4 = P6, W =

P2 = P5 とすると




ẋ1 = f(x1, x4, x2)
ẋ2 = g(x2, x1, x4)
ẋ3 = h(x3, x6)
ẋ4 = h(x4, x1)
ẋ5 = g(x5, x4, x6)
ẋ6 = f(x6, x3, x2)

f : V × V ×W −→ V,
g : W × V × V −→ W,
h : V × V −→ V

という形をしていることがわかる。total phase space P = V × V × W × W × V × V の polydiagonal

subspace {x1 = x6, x2 = x5, x3 = x4}が G-admissible vector fieldに対し不変であるという認識は重要で

ある。これは、このような同期状態が flow-invariantであることを意味する。

1.3 Balanced Equivalence Relations

例 1.10で、flow-invariantな同期状態を見たが、「同期している」という関係を coupled cell networkの言

葉を使って、どのように述べれば良いだろうか。また、その同期状態が flow-invariantであるための条件はど

のようなものだろうか。

先ず cellを「色分け」する。厳密には、C を分割することで、これに対応した同値関係が定まるが、これを
color同値と呼び、./と表すことにするのである。但し ./-同値であれば、必ず ∼C-同値であるようにする。./

によって決まる polysynchronous subspaceを

∆./ := {x = (xc)c∈C ∈ P | c ./ d =⇒ xc = xd}
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で定義する。条件中の等号は、./ が ∼C の refinment であるから意味を持つ。従って考えるべきことは、

G-admissible vector field f に対して ∆./ がいつ f -不変になるのか、ということである。

例 1.10 で考えたことは、{1, 6}, {2, 5}, {3, 4} なる分割を考えることに対応する。このような分割に対し
て、∆./ = {(v1, v2, w, w, v2, v1)}は不変であった。もしこの分割を {1}, {2, 5}, {3, 4, 6}などと変えたとする
と、付随する G-admissible vector fieldは変わらないが、polysynchronous subspaceは最早不変でなくなる。

この違いは、c ∈ C の color同値類を c̄と記すことにし、例 1.10で見たような I( · ), T (
I( · ))に関する表を書

けば良くわかる：

{1, 6}, {2, 5}, {3, 4}
Cell 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ = 3̄ 5̄ = 2̄ 6̄ = 1̄
I( · ) j1 l1 k1 k2 i2 i1 k3 k4 j2 l2

T (
I( · )) 4̄ = 3̄ 2̄ 1̄ 4̄ = 3̄ 6̄ = 1̄ 1̄ 4̄ = 3̄ 6̄ = 1̄ 3̄ 2̄

{1}, {2, 5}, {3, 4, 6}
Cell 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ = 3̄ 5̄ = 2̄ 6̄ = 3̄
I( · ) j1 l1 k1 k2 i2 i1 k3 k4 j2 l2

T (
I( · )) 4̄ = 3̄ 2̄ 1̄ 4̄ = 3̄ 6̄ = 3̄ 1̄ 4̄ = 3̄ 6̄ = 3̄ 3̄ 2̄

これは、1̄ = , 2̄ = , 3̄ = などと書けば、更に顕著となる：

{1, 6}, {2, 5}, {3, 4}
Cell
I( · ) j1 l1 k1 k2 i2 i1 k3 k4 j2 l2

T (
I( · ))

{1}, {2, 5}, {3, 4, 6}
Cell
I( · ) j1 l1 k1 k2 i2 i1 k3 k4 j2 l2

T (
I( · ))

この考察から、次のような ./について考えることは有益であろう：

1.11［定義］（balanced equivalence relations）　 c ./ dなる任意の c, d ∈ C について

∃β ∈ B(c, d) s.t. ∀e ∈ I(c). T (e) ./ T (
β(e)

)

が成り立つとき、./は balancedであるという。 ¦

この条件中でその存在が要求されている input isomorphismを color-preservingであるということにする。

1.12［注意］　定義から明らかであるが、balancedな ./は ∼I の refinementである。 ?

./は balancedであり、c ./ dとする。このとき I(c)から I(d)への color-preservingな input isomorphism

が存在するが、これを β とする。i ∈ I(c)を任意に取り、i′ := β(i) ∈ I(d)とし、c′ := T (i), d′ := T (i′)と

おく。G-admissible vector field f と x ∈ ∆./ に対し

fd(x) = f̂d

(
xd, xT (I(d))

)
domain condition

= f̂c

(
xd, β

∗xT (I(d))

)
pullback condition

= f̂c

(
xc, xT (I(c))

)
x ∈ ∆./と次図式

= fc(x) domain condition
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c � ./ // d

� β
//

T
��
�O
�O

c′_

PT (I(c))3β∗xT (I(d))

��

�
./

//

I(c)3i

OO

d′_

xT (I(d))∈PT (I(d))

��

i′∈I(d)

OO

�β∗
oo

(
β∗xT (I(d))

)
c′

xd′ xc′

が成り立つ。これにより、c ./ dなら、f の ∆./ への制限 f |∆./
について

(
f |∆./

)
c

=
(
f |∆./

)
d
が成り立つ。

これは即ち f
(
∆./

) ⊂ ∆./ ということであり、次が得られたことになる：

1.13［定理］　 ./ が balanced であるなら、任意の G-admissible vector field f に対し、∆./ は f -不変で

ある。

1.14［注意］　実はこの逆が成り立つ。つまり、同期状態が flow-invariant であることは、coupled cell

networkの文脈では、./が balancedである、と述べられる。 ?

1.4 Quotient Network

例 1.10について再考する。2.3節で書いた表：

Cell

I( · ) j1 l1 k1 k2 i2 i1 k3 k4 j2 l2

T (
I( · ))

と次の表：

Cell

I( · ) j l k k i

T (
I( · ))

とが同一視できるということは自然な考え方である。これは 6-cell network G：

GFED@ABC1

i1

��
�O
�O
�O
�O

k1

// 2
l1oo_ _ _ _

l2

��=
=

=
=

=
=

GFED@ABC3

j2

��
GFED@ABC4

j1

GG

k2

@@������������

k3

// 5 GFED@ABC6
k4

oo

i2

OO
O�
O�
O�
O�
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と、より小さな 3-cell network G′：

ONMLHIJK1̄

i

��
�O
�O
�O
�O

k
// 2̄

loo_ _ _ _

ONMLHIJK4̄

j

HH

k

AA������������

とが同一視できることを示唆している。この「同一視」は、G-admissible vector field の ∆./ への制限と

G′-admissible vector field とが同じ形をしている、という意味で「同一」なのである。実際、例 1.10 で

G-admissible vector fieldを求めたが、この vector fieldの ∆./ への制限は




v̇1 = f(v1, v2, w)
v̇2 = g(w, v1, v2)
ẇ = h(v2, v1)

f : V × V ×W −→ V,
g : W × V × V −→ W,
h : V × V −→ V

という形をしており、これは G′-admissible vector fieldであることが確かめられる。

以上を踏まえて、quotient networkを定義する。

1.15［定義］　 balanced な coloring ./ が備わった coupled cell network G = (C, E ,∼C ,∼E) を考える。
G の ./ による quotient network G./ とは、以下の条件を充たす C./, E./,∼C./ ,∼E./ から成る四つ組み

(C./, E./,∼C./ ,∼E./)のことである：

(i) 2.3節で述べたように、c ∈ C の同値類を c̄と表すことにし、これら ./-同値類の集合を C./ とする：

C./ := C/ ./= {c̄ | c ∈ C}.

(ii) ∼C から誘導される C./ 上の同値関係を ∼C./ とする。つまり c̄ ∼C./ d̄を、c ∼C dであるときと定める。

この定義が代表元の選び方によらないのは、./が ∼C の refinementだからである。

(iii) C/ ./の代表系を一つとり、S とする。./は balancedであるから、c ./ dであるとき I(c)と I(d)は

∼E -同値の違いを除いて等しい。そこで c ∈ S に対し、I(c̄) = I(c)とみなす。cの input arrow eを c̄

の input arrowとみなすとき、ēと記すことにする。quotient networkにおける arrowの集合 E./ は

E./ :=
∐

c∈S
I(c̄)

である。

(iv) E./ 上の同値関係を ∼E./ を

ē1 ∼E./ ē2
def⇐⇒ e1 ∼E e2

により定める。

(v) ē ∈ E./ の headおよび tailを

H(ē) := H(e), T (ē) := T (e)

で定義する。 ¦
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1.16［注意］　 quotient networkにおいては、consistency conditionは自動的に充たされる。

H(e1) ∼C H(e2)

��

e1 ∼E e2
Hoo T //

��

T (e1) ∼C T (e2)

��
H(ē1) ∼C./ H(ē2) ē1 ∼E./ ē2

Hoo T // T (ē1) ∼C./ T (ē2)

上下の写像は商写像である。 ?

C/ ./の代表系 S を用いて、c ∈ S に対し、c̄の internal phase space Pc̄ を Pc̄ := Pc で定義する。また、

total phase space P./ を、

P./ :=
∏

c∈S
Pc

と定義する。

この節の冒頭で述べた、「同一」に関する主張を述べる。

1.17［定理］　 ./が balancedであるとき、G-admissible vector fieldと G./-admissible vector fieldの間に

は次のような関係がある：

(a) G-admissible vector field f について、その ∆./ への制限 f |∆./ は P./ 上の vector field として G./-

admissibleである。

(b) G./-admissible vector field f̄ に対し、P 上の G-admissible vector field f で、f̄ = f |∆./ なるものが

存在する。

定理を証明するために、先ず P 上の G-admissible vector fieldの∆./ への制限が、P./ 上の vector fieldと

みなせることについて確認する。埋め込み ı : P./ −→ P を

(ıx)c := xc̄,　 c ∈ C, x ∈ P./

で定義する。ı の像は ∆./ であるから、ı : P./ −→ ∆./ は全単斜である。これと、定理 1.13 から、P 上の

G-admissible vector field f に対し P./ 上の vector field f |∆./ を次のように定義することができる：

P./
ı //

f |∆./

��

∆./

f

��
P./ ∆./

ı−1
oo

［定理 1.17(a)の証明］　 f |∆./ = ı−1 ◦ f ◦ ıが定義 1.7の domain conditionと pullback conditionを充た

すことを示せば良い。

先ず domain conditionを確かめる。c ∈ S, x ∈ P./ に対し

(f |∆./)c̄(x) =
(
f |∆./(x)

)
c̄

=
(
ı−1

(
f(ıx)

))
c̄

=
(
f(ıx)

)
c

= fc(ıx)
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と変形できるが、f は G-admissibleであるから、domain conditionにより、(f |∆./
)c̄(x)は (ıx)c, (ıx)T (I(c))

以外に依らない。これらについて

(ıx)c = xc̄

(ıx)T (I(c)) = xT (I(c))
= xT (I(c))

= xT (I(c̄))

が成り立つから、domain conditionは充たされている。

次に pullback conditionを確かめる。c, d ∈ S, β ∈ B(c̄, d̄)を任意に取り、β の liftを β̃ ∈ B(c, d)とする：

β(ē) = β̃(e)　 e ∈ I(c).

f |∆./
が domain conditionを充たすことは既に見たので、(f |∆./

)d̄(x) = fd(ıx)から

(f |∆./
)d̄

(
xd̄, xT (I(d̄))

)
= fd

(
(ıx)d, (ıx)T (I(d))

)

がわかる。f は G-admissibleであるから、pullback conditionにより

fd

(
(ıx)d, (ıx)T (I(d))

)
= fc

(
(ıx)d,

(
β̃∗(ıx)

)
T (I(d))

)

が成り立つが、任意の e ∈ I(d)に対し
(
β̃∗(ıx)

)
T (e)

= (ıx)T (β̃(e))

= xT (β̃(e))

= xT (β(ē))

= (β∗x)T (ē)

=
(
ı(β∗x)

)
T (e)

となるので

fc

(
(ıx)d,

(
β̃∗(ıx)

)
T (I(d))

)
= fc

(
(ıx)d,

(
ı(β∗x)

)
T (I(d))

)

= (f |∆./)c̄

(
xd̄, (β

∗x)T (I(d̄))

)

である。これで pullback conditionが確かめられた。

以上により、f |∆./ は P./ 上の vector fieldとして G./-admissibleである。

［定理 1.17(b)の証明］　 G./-admissible vector field f̄ から得られる ODE：

ẋc̄ = f̄c̄

(
xc̄, xT (I(c̄))

)
　 c ∈ S

を用い、c′ ∈ c̄に対して

ẋc′ = f̄c̄

(
xc′ , xT (I(c′))

)

とすることで、P 上の vector field f を定義する。こうして得られた f について f |∆./ = f̄ が成り立つ。f

の定め方から、domain conditionは充たされている。G./ における input isomorphismが Gにおける input

isomorphism の projection であることから、f̄ についての pullback condition から f についての pullback

conditionが出る。よって f は G-admissible vector fieldである。
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1.5 Homogeneous Network

1.18［定義］　任意の c, d ∈ C に対し B(c, d) 6= ∅であるような networkを homogeneous networkと呼ぶ。

すべての edge が ∼E -同値であるような homogeneous network を identical-edge homogeneous network と

呼び、input setに含まれる edgeの個数を networkの価数と呼ぶ。 ¦

例えば、価数 1の identical-edge homogeneous 3-cell networkは次の 4つ：

/.-,()*+ ///.-,()*+oo ///.-,()*+ /.-,()*+ //99 /.-,()*+ ///.-,()*+ /.-,()*+ ///.-,()*+ //
�� /.-,()*+

/.-,()*+
������

/.-,()*+ ///.-,()*+
\\8888

これは単に全ての場合を数え上げても良いが*1、見通しを良くするため次のような記法を用いる：

1.19［定義］　 c, d ∈ C に対し

acd := #{i ∈ I(c) | T (i) = d}

とし、A = (acd)c,d∈C とおく。 ¦

この表記に従えば、次のように書ける：

?>=<89:;1 //?>=<89:;2 //oo ?>=<89:;3 A =




0 1 0
1 0 0
0 1 0




この networkと次の networkは同一視されるべきものである：

?>=<89:;1 ?>=<89:;2 //oo ?>=<89:;3oo A =




0 1 0
0 0 1
0 1 0




この二つの networkが、Cell 1と Cell 3が置換されているという関係に注意して、次のような同一視を行う

ことにする。

1.20［定義］　二つの行列が isomorphicであるとは、それらが置換行列による共役関係にあるときにいう。

¦

先程の例では以下の通り：




0 1 0
0 0 1
0 1 0


 =




0 0 1
0 1 0
1 0 0







0 1 0
1 0 0
0 1 0







0 0 1
0 1 0
1 0 0



−1

この観点から、networkを数え上げる。

1.21［定理］　価数 1の identical-edge homogeneous 3-cell networkは 4つ存在する。

*1 価数が 1だから、各 cellに対し input setの tailの個数は 1個である。この選び方が 3通り考えられるから、networkの個数は
高々 33 = 27個である。このうち、3-cell networkになっていないものや、重複を排せば良い。
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［証明］　価数が 1であるから、networkに付随する行列の各行は、ある成分のみが 1でその他の成分は 0で

ある。そこで、networkが self-couplingを持つか持たないかで場合分けをする。

self-couplingを持つ場合　もし複数の cellが self-couplingを持てば、その何れかは networkと繋がっていな

いので、self-couplingを持つ cellは一つである。そこでその cellを Cell 1と仮定する：

A =




1 0 0
a21 0 a23

a31 a32 0




a21 = a31 = 0であれば、Cell 1は networkと繋がっていない。そこで、必要があれば isomorphicなものを

考えることにより、a21 = 1と仮定する。よって、次の二通りを考えれば良い：

A1 =




1 0 0
1 0 0
1 0 0


 , A2 =




1 0 0
1 0 0
0 1 0




固有値に付随する固有空間を考えれば、A1 と A2 が isomorphicでないとわかる。

self-couplingを持たない場合　この場合付随する行列の対角成分はすべて 0である。一般性を失うことなく

a21 = 1と仮定できる。

A1 =




0 a12 a13

1 0 0
a31 a32 0




よって、次の四通りを考えれば良い：

A3 =




0 1 0
1 0 0
1 0 0


 , A4 =




0 0 1
1 0 0
1 0 0


 , A5 =




0 1 0
1 0 0
0 1 0


 , A6 =




0 0 1
1 0 0
0 1 0




このうち、A3, A4, A5 は互いに isomorphicなので、self-couplingを持たないものは二通り存在する。

価数 1の 4-cell networkは次の通り：

/.-,()*+
/.-,()*+ //99 /.-,()*+

88rrrrrr

&&LLLLLL

/.-,()*+
/.-,()*+ //99 /.-,()*+ ///.-,()*+ ///.-,()*+ /.-,()*+ /.-,()*+ //oo

�� /.-,()*+ ///.-,()*+

/.-,()*+
/.-,()*+ ///.-,()*+oo

88rrrrrr

&&LLLLLL

/.-,()*+
/.-,()*+ ///.-,()*+oo ///.-,()*+ ///.-,()*+ /.-,()*+ /.-,()*+ //oo /.-,()*+oo ///.-,()*+

/.-,()*+
xxrrrrrr

/.-,()*+ /.-,()*+oo

&&LLLLLL

/.-,()*+

OO /.-,()*+

��

/.-,()*+oo

/.-,()*+ ///.-,()*+

OO
/.-,()*+ /.-,()*+oo //

��

�� /.-,()*+

/.-,()*+

価数 2の 3-cell networkは 34個ある [4]。networkの個数は cellや価数の増加とともに指数関数的に増加し、

例えば価数 6の identical-edge homogeneous 6-cell networkは 13,505,066,262,007個である [1]。



14 1 Golubitsky-Stewartの Coupled Cell Network

1.6 NN Coupling, NNN Coupring

この節では Z2-lattice上の結合系について考える（C = Z2）。

1.22［定義］　 Z2-lattice上の identical-edge homogeneous networkは、任意の (m,n) ∈ C について

T (
I(m,n)

)
=

{
(m + 1, n), (m− 1, n), (m,n + 1), (m,n− 1)

}

であるとき、nearest neighbor (NN)結合系と呼ばれる。更に、Z2-lattice上の homogeneous networkは、任

意の (m,n) ∈ C について

I(m,n) = {i1, i2, i3, i4, j1, j2, j3, j4}　 i1 ∼E i2 ∼E i3 ∼E i4, j1 ∼E j2 ∼E j3 ∼E j4

かつ

T {i1, i2, i3, i4} =
{
(m + 1, n), (m− 1, n), (m,n + 1), (m,n− 1)

}

T {j1, j2, j3, j4} =
{
(m + 1, n + 1), (m− 1, n + 1), (m + 1, n− 1), (m− 1, n− 1)

}

であるとき、next nearest neighbor (NNN)結合系と呼ばれる。 ¦

//oo ��

OO

//oo ��

OO

//oo ��

OO

//oo ��

OO

//oo ��

OO

oo //

//oo ��

OO
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//oo ��

OO

//oo ��

OO

//oo ��

OO

//oo ��

OO

//oo ��

OO

oo //

//oo ��

OO

//oo ��

OO

//oo ��

OO

//oo ��

OO

//oo ��

OO

oo //

//oo ��

OO

OO

��

//oo ��

OO

OO

��

//oo ��

OO

OO

��

//oo ��

OO

OO

��

//oo ��

OO

OO

��

oo //

//oo ��

OO

��

__

��

??

??

��

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

oo //��

__

��

??

__

��//oo ��

OO

��

__

��

??

??

��

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

oo //��

__

��

??

__

��//oo ��

OO

��

__

��

??

??

��

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

oo //��

__

��

??

__

��//oo ��

OO

��

__

��

??

??

��

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

��

__

��

??

//oo ��

OO

oo //��

__

��

??

__

��//oo ��

OO

OO

��

��

__

��

??

??

��

__

��

//oo ��

OO

OO

��

��

__

��

??

??

��

__

��

//oo ��

OO

OO

��

��

__

��

??

??

��

__

��

//oo ��

OO

OO

��

��

__

��

??

??

��

__

��

//oo oo //��

OO

OO

��

��

__

��

??

??

��

__

��

NN coupling NNN coupling

NN結合系及び NNN結合系上の balanced 2-coloringについて、次のことが成り立つ：

1.23［定理］　 NN結合系上の balanced 2-coloringは 8種類の周期的なパターンと、2種類の無限系列から

成る。また、NNN結合系上の balanced 2-coloringは 12種類の周期的なパターンから成る。

以下、NN結合系上の balanced 2-coloringについて考える。

C は black (B)と white (W)の二色に塗り分けられているとする：C/ ./= {B,W}. NN結合系は価数 4で

あるから

aBB + aBW = aWB + aWW = 4

が成り立つ。

B
aW B //

aBB 44 W
aBW

oo aW W

rr
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aBB , aWW の値を定めれば、quotient networkは定まる。この定め方は単純に考えれば 25通りあるが、片方

が 4だと networkが形成されない*2。また、aBB = 1, aWW = 0という場合と aBB = 0, aWW = 1という場

合とは、色の塗り方を反転させれば同じものである。従って考えるべき場合は以下の 10通りである：

(aBB , aWW ) = (0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)

与えられた組 (aBB , aWW )の条件を充たすように networkを構成するには、以下の規則に従って black cell

と white cellとを配置すれば良い：

• black cellの周囲の 4つの cellのうち、aBB 個が black cellである。

• white cellの周囲の 4つの cellのうち、aWW 個が white cellである。

例えば aBB = 0というのは、black cellの周囲がすべて white cellでなければならないということである。

先程挙げた 10 通りのうち、(aBB , aWW ) = (0, 1) を充たす network は存在しないので、先ずこのことを

示す。

// //

white cellの周囲の 4つの cellのうち、一つは white cellでなければならない。この新たに配置された white

cellについても同様のことが成り立つが、元々あった white cellが隣接しているので、残る 3つはすべて black

cellでなければならない。ところが、このとき black cell同士が隣接してしまい、aBB = 0に反する。

先程の場合では networkが存在しなかったが、残る場合に関しても同様にチェックしていけば良い。例え

ば (aBB , aWW ) = (2, 3)の場合を考える。

// // or

(I) (II)

上記のように、white cellの周りの black cellの位置で場合が分かれる。(I)の場合

// //

// //

*2 例えば、aBB = 4 とすると、black cell の周囲の 4 つの cell はすべて black でなければならない。周囲の black cell について
も同じことが言えるので、結局 C のすべての cellが blackとなり、2-coloringでなくなる。
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二つある の何れか一方は black cellでなければならないが、対称性からどちらが black cellでも良い。右下

の を black cellとすると、(I)の形が現れていることに着目して、今までの配置を繰り返して

//

// //

// //

// // · · ·

(II)の場合も同様にすれば良く、次のようなパターンが得られる：
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残る 8通りのうち、(0, 0), (0, 2), (0, 3), (1, 1), (1, 2), (3, 3)についても、同様の議論を行えば、次のパターン

が得られる：

(0,0) (0,2) (0,3)

(1,1) (1,2) (3,3)

これで定理 1.23 で述べた 8 種類の周期的なパターンがわかった。(1, 3), (2, 2) が「無限系列」に対応する

が、この「無限系列」について述べる。

(2, 2)のパターンとして左のパターンが考えられるが、図中に示した「対角線」に沿って blackと whiteとを

入れ替えた右側のパターンもまた balancedなパターンである。blackと whiteとが交互に並んでいるような

対角線のことを “alternating diagonal”、alternating diagonalに沿ったこの色の入れ替えを “diagonal trick”

と呼ぶことにする。左のパターンを基本として、diagonal trickを繰り返せば種類の異なるパターンが無限に
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得られるが、これを「無限系列」と呼んでいたのである。(1, 3)の基本パターンは次の通り：

以下、(2, 2)のパターンのすべてが、基本パターンに高々可算回の diagonal trickを用いて得られることを

示す。先ず次の補題を証明する。

1.24［補題］　 (aBB , aWW ) = (2, 2)であるような balancedなパターンに、diagonal trickを用いて得られ

る新たなパターンは、また balancedであり (aBB , aWW ) = (2, 2)が成り立つ。

［証明］　ある cell cの色を変えたときに、(aBB , aWW )の値が変わるか変わらないかは次の点に注意すれば

良い：

1. cの周囲の cellの色。

2. 周囲の cellに及ぼす cの色の影響。

(aBB , aWW ) = (2, 2)だから、cellが blackであっても whiteであっても、その周囲には 2個ずつの black cell

と white cellとが存在する。従って、diagonal trickを用いても、1.は問題とならない。2.について考える。

diagonal trickによって影響を受ける cellは、alternating diagonalに隣接する二本の対角線上にある cellで

ある。これらの各 cellに対し、alternating diagonalは black cellと white cellとを 1個ずつ「供給」してい

る。diagonal trickは alternating diagonal上の色を反転するものであるから、この関係は diagonal trickで

変わらない。よって、2.も問題とならない。従って diagonal trickは (aBB , aWW )の値を変えない。

この証明は (aBB , aWW ) = (1, 3)の場合に対しても、全く同様に行える。

(aBB , aWW ) = (2, 2)である任意のパターンは、diagonal trickを高々可算回用いることで、先程示した基

本パターンに帰着できることを示す。このために次の補題を用いる。

1.25［補題］　ある対角線が alternating であるなら、この対角線に隣接する二本の対角線はどちらも

alternatingである。また、ある対角線が alternatingでないなら、この対角線に垂直な対角線で alternating

なものが存在する。

この補題から即座に次が従う。

1.26［系］　対角線は、傾きが 1か −1かで二種類に分けられるが、すくなくとも一方はすべて alternating

である。

基本パターンに帰着させる具体的な方法は次の通り：

1. C = Z2 の行を任意に一つ指定する。

2. 指定した行が一色になるように diagonal trickを行う。



1.6 NN Coupling, NNN Coupring 19

3. white cellのみから成る行と black cellのみから成る行ができる。

TRICK!
**

［補題 1.25の証明］　先ず前半を証明するため、alternating diagonalに隣接する対角線が alternatingでな

いと仮定する。alternatingでない対角線上には同じ色が連続している部分が存在するが、この部分から連続

する cellを 2つ取り、これらを input setとして持つ cellを考える。この cellの周りには同じ色が 3つあるこ

とになり、(aBB , aWW ) = (2, 2)に矛盾する。

次に後半を証明する。先程も述べたように、alternatingでない対角線上には同じ色が連続している部分が

存在する。一般性を失うことなく、これらを whiteと仮定できる。この部分から連続する cellを 2つ取り、こ

れらを input setとして持つ cellを考える。この cellの周りには既に 2つの white cellが存在するから、残る

2つは blackである。この 2つの black cellを input setとして持つ cellを考えると、まったく同じようにし

て周囲の残る 2つの cellは whiteであることがわかる。この議論を繰り返すことで、最初の対角線に垂直な

alternating diagonalが得られる。

???????????????????????????

//

???????????????????????????

//

???????????????????????????

����������������������
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